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内容摘要

1 知识点整理
中心力与散射
Hamilton力学
刚体



中心力与散射

中心力问题：

角动量守恒：l = mr2θ̇ = const.，方向始终与 r× v所在平面垂直;
径向运动与圆周运动稳定性分析：

E =
1
2
mṙ2 + V(r), V(r) = U(r) +

l2

2mr2
,

∂V
∂r

= 0,
∂2V
∂r2

> 0

轨道方程：
1 积分形式：

θ = ± l√
2m

∫
dr

r2
√

E− V(r)
, ∆θ =

∫ r2

r1

l2dr
r2
√

2m(E− U)− l2/r2

2 一阶方程： (
du
dθ

)2

+ u2 =
2m
l2

(E− U), u =
1
r



3 二阶方程 (Binet公式)

d2u
dθ2

+ u = − mF
l2u2

, F = −∂U
∂r

中心力作用下轨道关于拱线对称，周期运动（轨道闭合）的条件：

∆θ = qπ, q ∈ Q

散射问题：

散射角：Θ = π − 2θb (排斥力), Θ = |2θb − π − 2nπ|（吸引力）,θb：

θb =

∫ ∞

rmin

bdr
r2
√
1− U/E− b2/r2

微分散射截面：

dσ
dΩ

=
b

sin θ

∣∣∣∣dbdθ
∣∣∣∣ （轴对称情形）



Legendre变换与 Hamilton方程

利用 Legendre变换可从 Lagrange函数给出 Hamilton函数，需要满足
Hess条件：

H(q, p, t) = pkq̇k − L(q, q̇, t), det

(
∂2L
∂q̇i ∂q̇j

)
6= 0

Hamilton方程：

q̇k =
∂H
∂pk

, ṗk = −∂H
∂qk

或写成正则变量的形式：

ξ̇ = Ω
∂H
∂ξ

= [ξ,H]ξ, Ω =

(
0 1
−1 0

)
, ξ = (q, p)

Ω矩阵的性质：

ΩT = Ω−1 = −Ω, ΩαβΩγβ = δαγ



Poission括号

Poission括号：

[A,B]ξ =
∂A
∂ξα

Ωαβ
∂B
∂β

=
∂A
∂qk

∂B
∂pk

− ∂A
∂pk

∂B
∂qk

基本 Poission括号：

[qk, pl] = δkl, [qk, ql] = [pk, pl] = 0

Poission括号的性质（Poission代数）：

[A,B] = −[B,A], [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0
[A,BC] = [A,B]C+ B[A,C], [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B

力学量的运动方程及 Taylor展开：

ḟ =
∂f
∂t

+ [f,H]ξ, f(t+ τ) = exp(−τDH)f, DHf = [H, f]

判断 Hamilton体系⇔ [ξ̇α, ξβ ] + [ξα, ξ̇β ] = 0



正则变换与哈密顿-雅可比理论

受限正则变换的条件：

基本 Poission括号的不变性：ξ 7→ η, [ηα, ηβ ]ξ = Ωαβ
辛条件：

Mαβ =
∂ηα
∂ξβ

, MTΩM = Ω

可积条件：

pkdqk −H = PidQi − K+ dF(q, p, t)

⇒ ∂F
∂qk

= pk − Pi
∂Qi

∂qk
∂F
∂pk

= −Pi
∂Qi

∂pk

K = H+ Pi
∂Qi

∂t
+
∂F
∂t



正则变换的性质：

hamilton体系的演化可视为正则变换

Liouville体积定理：Γ(t) = Γ(0)
Liouville定理：

n =
∆N
∆Γ

= n0, ρ =
n
N

= n0, Jα = ραΩαβ
∂H
∂β

,

∂ρ

∂t
+ ∂αJα = 0

正则变换的分类：

第一类正则变换：q,Q独立，F1(q,Q, t) = F(q, p, t),
第二类正则变换：q, P独立，F2(q, P, t) = F(q, p, t) + QkPk,

pk =
∂F2
∂qk

, Qk =
∂F2
∂Pk

, K = H+
∂F2
∂t



第三类正则变换：p,Q独立，F3(p,Q, t) = F(q, p, t)− qkpk,
第四类正则变换：p, P独立，F4(p, P, t) = F(q, p, t)− qkpk + QiPI.

Hamilton-Jacobi理论：

Hamilton-Jacobi方程：

S(q, P, t) = F2(q, P, t), −∂S
∂t

= H(q,
∂S
∂q
, t)

自治体系：H = H(q, p), S = T(t) +W(q)

−∂T
∂t

= H(q,
∂W
∂q

), H(q,
∂W
∂q

) = P1, ⇒ T = −P1t+ C

若 H不显含某个 qk,则令对应的 pk 为运动常数 P2，有：

pn =
∂S
∂qn

= Pn =
∂W
∂qn

,⇒ W = Pnqn



刚体运动学

欧拉运动学方程（只写了一种形式，考试如要用大概率会给）：
ω1 = φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

ω2 = φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

ω3 = φ̇ cos θ + ψ̇

惯量张量相关：

L = J · ω, J =
∫

dm(r21− rr)

T =
1
2
ω · L =

1
2
ω · J · ω =

1
2
Jijωiωj

正交轴定理：J11 + J22 ⩾ J33，平行轴定理：J = J∗ + JC
主轴与主转动惯量：本质上是惯量张量矩阵本征值问题的解。



刚体动力学

Euler动力学方程： 
τ1 = J1ω̇1 − (J2 − J3)ω2ω3

τ2 = J2ω̇2 − (J3 − J1)ω3ω1

τ3 = J3ω̇3 − (J1 − J2)ω1ω2

Euler陀螺：τ = 0, L2,T守恒
Lagrange陀螺：

L =
1
2
J12(ω2

1 + ω2
2) +

1
2
J3ω2

3 − mgl cos θ

=
1
2
J12(θ̇2 + φ̇2 sin2 θ) +

1
2
J3(φ̇ cos θ + ψ̇)2 − mgl cos θ

pψ, pφ,E守恒，其中：

E =
1
2
J12θ̇2 +

(pφ − pψ cos θ)2

2J12 sin2 θ
+

p2ψ
2J3

+ mgl cos θ
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