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内容摘要

1 课堂知识点整理
运动学
Lagrange力学
线性振动



爱因斯坦求和约定

基本内容

相同指标出现两次（即称为 dumpy index）自动在所有可能取值范围内求
和；出现一次为自由指标，可以在取值范围内任意取值.

注意：
为避免混淆，多次求和时需要引入新的哑指标，一般按照字母表顺序
引入，如：(ABC)ij = AikBklClj.
矢量点乘、叉乘运算的分量写法：a · b = aibi, (a× b)i = ϵijkajbk.

Levi-Civita张量相关：
ϵijkϵmnk = δimδjn − δinδjm（注意逆用：把两项作差的式子写成一项）
ϵijkAimAjnAkl = ϵmnl detA

熟悉求和约定的技巧：多写多看.
复习：HW2 Problem 1-3.



位形空间中体系运动的描述

假设

体系的位置状态由 N组坐标描述：r = (r1, r2, . . . , rN) = (u1, u2, . . . , u3N),
体系中存在 k个完整约束：fα(r, t) = 0, α = 1, 2, . . . , k,而且这些约束是相

互独立的：rank
(
∂fα
∂ui

)
= k.

特点：
1 体系自由度数为 s = 3N− k，进而引入 s个相互独立的广义坐标

q = (q1, q2, . . . , qs)
2 位形曲面的 s个切向量：τi = ∂r

∂qi 和 k个法向量：nα =
∂fα
∂r

3 变换方程 r = r(q, t)，对时间求导：ṙ = ∂r
∂qk

q̇k + ∂r
∂t

4 导数关系：

∂ṙ
∂qi

=
d
dt

∂r
∂qi

,
∂ṙ
∂q̇i

=
∂r
∂qi

,
∂ṙ
∂t

=
d
dt

∂r
∂t



5 动能：T = 1
2maṙ2a = T(r)采用广义坐标表示：

T =
1
2
ma

(
∂ra
∂qi

q̇i +
∂ra
∂t

)
·
(
∂ra
∂qj

q̇j +
∂ra
∂t

)
=

1
2

(
ma

∂ra
∂qi

∂ra
∂qj

)
q̇iq̇j +

(
ma

∂ra
∂qi

∂ra
∂t

)
q̇i +

1
2
ma

(
∂ra
∂t

)2

=
1
2
Aijq̇iq̇j + Biq̇i + C

6 ∂T
∂qi = p · ∂r

∂qi = p · τi



Hamilton原理与 Lagrange方程

哈密顿原理（最小作用量原理）：

经典力学意义下的一个保守力学体系，在相同的时间内的任何真实的动
力学过程 P → Q，必定是满足使得作用量泛函：

S =
∫ Q

P
L(q, q̇, t)dt

取极值的，即：

δS = 0.

其中，我们将作用量泛函的积分核 L(qi, q̇i, t)称为体系的 Lagrange函数，
经典力学意义下体系的运动方程 (Equation of Motion, EOM)：δS = 0也可
等价地由拉氏方程表为：

δL
δqi
≜ ∂L

∂qi
− d

dt
∂L
∂q̇i

= 0



在非相对论性的牛顿力学中，如果体系是保守的（主动力存在对应的势能
或广义势能V），并且约束是理想的（约束力对任何可能的虚位移均不做
功），那么体系的拉氏量便可以写为体系的动能与势能之差：

L =

N∑
i=1

[
1
2
mq̇2i − V(qi)

]

代入 Lagrange方程，得到体系的 EOM：

mq̈i = −∂V
∂qi

这说明了分析力学的形式体系 (Formalism)得出的结论符合于牛顿第二定
律给出的结果.



处理实际力学问题的一般思路：
1 确定体系的自由度数目，写出体系的拉氏量. 一个比较通用的做法是
使用广义坐标表示直角坐标（也即写出变换方程），使用直角坐标表
示出体系的动能和势能，再将变换方程代入. 这样的方法思维难度较
低，但往往具有更大的计算量.

2 求解拉格朗日方程，得到体系位形随时间的演化. 这一过程往往可以
通过寻找体系的守恒量（初次积分）得到简化. 常见的守恒量有两个：

若体系的拉氏量不显含时，那么雅可比积分

h = q̇k
∂L
∂q̇k

− L 守恒；

若体系的拉氏量不显含某一个特定的广义坐标 qi，那么与之共轭的广
义动量：

pi =
∂L
∂q̇i

守恒.



带乘子的 Lagrange方程

Lagrange方程本身是牛顿第二定律在位形曲面切方向投影得到的结果，
它略去了法向上的信息，因此自然无法用于约束力的求解. 为求约束力，
我们可以设想约束解除，得到带乘子的 Lagrange方程；

∂L
∂qi

− d
dt

∂L
∂q̇i

= λα
∂fα
∂qi

在上式中，λα
∂fα
∂qi 实为第 α个约束对第 i个广义坐标的广义力，如果质点

所处的空间采用正交曲线坐标系描述，那么约束力与广义力的关系便
是：（不求和）

Qi = HiNi

Hi 表示第 i个坐标的拉梅系数：

Hi =

∣∣∣∣ ∂r∂qi
∣∣∣∣



对称性与守恒量

在一个给定的无穷小变换：

qk ⇝ Qk = Qk(q, t; ε), t⇝ τ = τ(q, t; ε)

下，如果体系的拉氏量满足如下变换性质：

dτ
dt

L(Q,
dQ
dτ

, τ) = L(q, q̇, t) +
d
dt
F(q, t; ε)

ε = 0对应恒等变换，那么便称体系在该变换下是对称的，由此可构造出
守恒量：

Γ = pksk + ptst − G.

其中（对 ε的导数均在 0附近进行）：

pk =
∂L
∂q̇k

, pt = −h, sk =
∂Q
∂ε

, st =
∂τ

∂ε
, G =

∂F
∂ε



简正频率与简正模

为了求解多自由度体系在稳定平衡位置q(0) 附近的小幅振动，我们引入：

简谐近似：V = 1
2Kijξiξj, T = 1

2Mijξ̇iξ̇j ⇒ Mξ̈ + Kξ = 0

这是在平衡位置附近对体系动能和势能进行展开，保留至二阶项，代入
Lagrange方程的结果. 其中，ξ = q− q(0) 表征系统相对平衡位置的偏离，
是一个小量；Mij,Kij 是按下述方式定义的对称（半）正定方阵：

Mij =
∂2T
∂ξ̇i∂ξ̇j

, Kij =
∂2V
∂ξi∂ξj

为求解此方程，我们可以通过线性变换 ξ = Aη 对体系进行解耦，旨在消
去矩阵中的非对角元. 具体地，通过久期方程：

det
(
ω2M− K

)
= 0, ⇝ ω2

a ⩾ 0

得到简正频率 ωa (a = 1, 2, . . . , n)，再求解本征矢方程：

(ω2M− K)X = 0, ⇝ A(a) ∝ X



如此得到的 K矩阵在以M为度规的线性空间中的本征值与本征矢量的
集合，称为体系的简正模，具体地：

ωa ↔ A(a)

{
ωa = 0 ⇝ ηa = λat+ ϕa

ωa > 0 ⇝ ηa = λa cos(ωat+ ϕa) = ηa(0) cosωat+
η̇a(0)
ωa

sinωat

其中，λa, ϕa 均为可通过初值确定的积分常数. 最终，体系的解可一般地
表示为：

ξ = Aη =
∑
a

A(a)ηa = A(1)η1 + A(2)η2 + · · ·+ A(n)ηn

注：如需利用 Gram-Schmidt程序对本征矢量进行正交归一化，请牢记这
里的内积是由矩阵M诱导的，而非单位矩阵 I，即：

(α, β) = αTMβ
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