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Problem 1. 以下假设 a⃗ = ai e⃗i , b⃗ = bi e⃗i , c⃗ = ci e⃗i ,其中 e⃗i 为直角坐标下的单位基矢量：

a⃗ × (b⃗ × c⃗ ) = a⃗ × (e⃗iεi j k b j ck )

= εl mi e⃗l amεi j k b j ck
= δ j lδkm e⃗l amb j ck −δ j mδk l e⃗l amb j ck
= (a⃗ · c⃗ )b⃗ − (a⃗ · b⃗ )c⃗

(a⃗ × b⃗ ) · (c⃗ × d⃗ ) = (εi j k e⃗ia j bk ) · (εl mn e⃗l cmdn)

= εi j kεi mna j bk cmdn
= δ j mδkna j bk cmdn −δ j nδkma j bk cmdn
= (a⃗ · c⃗ )(b⃗ · d⃗ )− (a⃗ · d⃗ )(b⃗ · c⃗ )

a⃗ × (b⃗ × c⃗ ) + b⃗ × (c⃗ × a⃗) + c⃗ × (a⃗ × b⃗ )
= (a⃗ · c⃗ )b⃗ − (a⃗ · b⃗ )c⃗ + (b⃗ · a⃗)c⃗ − (b⃗ · c⃗ )a⃗ + (c⃗ · b⃗ )a⃗ − (c⃗ · a⃗)b⃗
= 0

Problem 2. (1) 根据：Ci =
1
2εi j kT j k ,可知：

εi j kCk =
1
2
εi j kεkmnTmn

=
1
2
(δi mδ j n −δi nδ j m)Tmn

=
1
2
(Ti j −T j i )

= Ti j

(2)
点乘 矢量 轴矢量

矢量 标量 赝标量

轴矢量 赝标量 标量

叉乘 矢量 轴矢量

矢量 赝矢量 矢量

轴矢量 矢量 赝矢量

1



2

Problem 3. (1) 根据转动公式的分量形式：

x ′i = xi cosθ+ nin j (1− cosθ)x j + εi k j nk x j sinθ
= [δi j cosθ+ nin j (1− cosθ)− εi j knk sinθ]x j

又 x ′i = Ri j x j，得：

Ri j = δi j cosθ+ nin j (1− cosθ)− εi j knk sinθ

据此可得：

R = I cosθ+

 n2
1 n1n2 n1n3

n1n2 n2
2 n2n3

n1n3 n2n3 n2
3

 (1− cosθ) +
 0 −n3 n2

n3 0 −n1
−n2 n1 0

 sinθ

(2)

n̂ =
1p
3
(1,1,1),R =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

�RT亦可
�

(3)

Ri kR j k = [δi k cosθ+ nink (1− cosθ)− εi k l nl sinθ][δ j k cosθ+ n j nk (1− cosθ)− ε j kmnm sinθ]
= δi kδ j k cos

2θ+ nin j nknk (1− cosθ)2 + εi k l ε j kmnl nm sin2θ
+δi kn j nk (1− cosθ) cosθ−δi kε j kmnm cosθ sinθ− εi k l n j nl nk (1− cosθ) sinθ
+δ j knink (1− cosθ) cosθ−δ j kεi kmnm cosθ sinθ− ε j kmnmnink (1− cosθ) sinθ

由于 nin j 为对称张量，εi j k 为全反对称张量，则根据上次作业的结论可知，

形如 εi j knin j 的项事实上对求和没有贡献. 再虑及 nknk = n̂2 = 1,那么：

Ri kR j k = δi j cos
2θ+ nin j (1− cosθ)2 + (δi jδml −δi mδ j l )nmnl sin

2θ

+ 2nin j (1− cosθ) cosθ− (εi j m + ε j i m)nm cosθ sinθ
= δi j (cos

2θ+ sin2θ) + nin j [(1− cosθ)2 − sin2θ+ 2(1− cosθ) cosθ]
= δi j

Problem 4. 设
←→
T = Ti j x̂i x̂ j = T ′i j x̂i

′ x̂ j
′, 其中 x̂i , x̂ ′i 分别为原参考系与转动参考系中的单位

矢量，由于在转动参考系中，转动参考系的直角坐标基矢自然是常矢量，有： 
d
←→
T
dt

!
r o t

=
�
d
dt
(T ′i j x̂

′
i x̂
′
j )
�
r o t
=
�dT ′i j

dt
x̂ ′i x̂

′
j

�
r o t

=
dT ′i j
dt

x̂ ′i x̂
′
j
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而：

d
←→
T
dt
=

d
dt
(T ′i j x̂

′
i x̂
′
j )

=
dT ′i j
dt

x̂ ′i x̂
′
j +T

′
i j
dx̂ ′i
dt

x̂ ′j +T
′
i j x̂
′
i

dx̂ ′j
dt

=

 
d
←→
T
dt

!
r o t

+T ′i j ω⃗ × x̂ ′i x̂ ′j +T ′i j x̂ ′i ω⃗ × x̂ ′j

=

 
d
←→
T
dt

!
r o t

+T ′i j ω⃗ × x̂ ′i x̂ ′j −T ′i j x̂ ′i x̂ ′j × ω⃗

=

 
d
←→
T
dt

!
r o t

+ ω⃗ ×←→T −←→T × ω⃗

Problem 5. (1) 据柱坐标定义： 
x = s cosϕ =

p
ξ η cosϕ

y = s sinϕ =
p
ξ η sinϕ

z = z = 1
2 (ξ − η)

在 x − z 平面内，有 y = 0，不妨 ϕ = 0,即：x =
p
ξ η

z = 1
2 (ξ − η)

η曲线（消去 η）：

z =
1
2
(ξ − x 2

ξ
)

ξ 曲线（消去 ξ ）：

z =
1
2
(
x 2

η
− η)

显见曲线均为抛物线.

(2)

r⃗ = x x̂ + y ŷ + z ẑ =
Æ
ξ η cosϕx̂ +

Æ
ξ η sinϕ ŷ +

1
2
(ξ − η)ẑ

则有： ���� ∂ r⃗∂ξ
���� ξ̂ = ∂ r⃗

∂ξ
=
1
2

È
η

ξ
(cosϕx̂ + sinϕ ŷ ) +

1
2
ẑ�����∂ r⃗∂η

����� η̂ = ∂ r⃗
∂η
=
1
2

√√√ξ
η
(cosϕx̂ + sinϕ ŷ )− 1

2
ẑ����� ∂ r⃗∂ϕ

����� ϕ̂ = ∂ r⃗
∂ϕ
=
Æ
ξ η (− sinϕx̂ + cosϕ ŷ )

可得：ξ̂ · η̂ = ξ̂ · ϕ̂ = 0
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(3) 由正交性可得：

v2 =
���� ∂ r⃗∂ξ

����2 ξ̇ 2 +

�����∂ r⃗∂η
�����2 η̇2 +

����� ∂ r⃗∂ϕ
�����2 ϕ̇2

=
ξ + η
4

�
ξ̇ 2

ξ
+
η̇2

η

�
+ ξ ηϕ̇2

Problem 6. (1) 类似上题，可得：

η曲线（消去 η）：

ξ 2

(ξ 2 − 1)σ2 +
z 2

ξ 2σ2
= 1

可见曲线为椭圆.
ξ 曲线（消去 ξ ）：

ξ 2

(1− η2)σ2 −
z 2

η2σ2
= −1

可见曲线为双曲线.

(2)

r⃗ = s ŝ + z ẑ = σ
Æ
(ξ 2 − 1)(1− η2) ŝ + σξ ηẑ

注意到 ŝ 仅明显地依赖于 ϕ，ẑ 是常量，有：

∂ ŝ
∂ϕ
= ˙̂s/ϕ̇ =

ω⃗ × ŝ
ϕ̇
= ϕ̂

式中 ω⃗ = dϕ
dt ẑ，所以：���� ∂ r⃗∂ξ

���� ξ̂ = ∂ r⃗
∂ξ
= σξ

√√√ 1− η2
ξ 2 − 1 ŝ + σηẑ�����∂ r⃗∂η

����� η̂ = ∂ r⃗
∂ξ
= −ση

√√√ξ 2 − 1
1− η2 ŝ + σξ ẑ����� ∂ r⃗∂ϕ

����� ϕ̂ = ∂ r⃗
∂ϕ
= σ

Æ
(ξ 2 − 1)(1− η2)ϕ̂

可得：ξ̂ · η̂ = ξ̂ · ϕ̂ = 0
(3) 类似地，有：

v2 =
���� ∂ r⃗∂ξ

����2 ξ̇ 2 +

�����∂ r⃗∂η
�����2 η̇2 +

����� ∂ r⃗∂ϕ
�����2 ϕ̇2

= σ2
�
(ξ 2 − η2)

�
ξ̇ 2

ξ 2 − 1 +
η̇2

η2 − 1
�
+ (ξ 2 − 1)(1− η2)ϕ̇2

�


